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超临界流速下两端固定输流管道横向非线性受迫振动

谭　霞
（上海应用技术大学 机械工程学院, 上海 201418）

摘　要：研究横向谐波激励作用下两端固定输流管道在超临界流速下的非线性受迫振动，采用 Euler-

Bernoulli 梁理论，运用广义哈密顿原理建立输流管道横向受迫振动控制方程。推导两端固定输流管

道的屈曲静平衡位形和临界流速。通过有限差分法数值仿真得到输流管道在超临界流速下的全局振

动稳态幅频响应。通过分析全局稳态振动响应，验证屈曲静平衡位形的正确性。此外，系统参数对超

临界输流管道受迫振动稳态响应的影响表明非线性系数和刚度系数会显著影响输流管道的超临界振

动平衡位置；管流质量比的减小会使共振频率增大。
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Transverse nonlinear forced vibration of pipe conveying supercritical

fluid with both fixed ends

TAN Xia

（School of Mechanical Engineering, Shanghai Institute of Technology, Shanghai 201418, China）

Abstract： Transverse  nonlinear  forced  vibration  of  a  pipe  with  both  fixed  ends  conveying  high

velocity fluid are studied. Applying Euler-Bernoulli beam theory, the governing equation of motion

of  the  pipe  conveying  fluid  subjected  to  harmonic  excitation  is  established  by  using  generalized

Hamilton’s  principle.  The  non-trivial  static  equilibrium  configuration  and  critical  velocity  of  the

pipe  conveying  fluid  are  derived.  By  analyzing  the  global  steady-state  vibration  response,  the

correctness  of  the  non-trivial  static  equilibrium  configuration  and  is  verified.  In  addition,  the

influence of system parameters on the steady-state vibration response in the supercritical regime are

presented. The results show that the nonlinear coefficient and stiffness coefficient can significantly

affect  the  equilibrium  position  of  vibration  in  the  supercritical  regime.  The  resonance  frequency

increases when the mass ratio of pipe flow decreases.
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输流管道被广泛应用于各个领域，如飞机或

汽车中的燃油和排气管道、民生中的输油供水管

道、海洋中的立管以及核工业中的冷热交换管道

等等[1-3]。流体的流动或管道所受外部载荷往往会

引起系统发生振动，当振动过大甚至发生共振时，

往往会导致严重后果甚至灾难性事故。因此，各

种输流管道的振动特性研究，一直是学者和工程

师们的关注点 [4-5]。输流管道内流体流速较低时，

管道在零平衡位形附近振动，针对亚临界流速下

管道的振动特性，学者们做了大量工作，取得了显

著成果 [6-7]。当流速超过临界值，管道将重新稳定

在 屈 曲 平 衡 位 形 附 近 振 动 。 早 在 1974 年 ，

Païdoussis 等 [8] 便研究了高流速下，简支、固定以

及悬臂边界时管道的屈曲和颤振。Zhang 等 [9-13]

运用数值 Galerkin 截断法和近似解析多尺度法系

统研究了超临界流流速 ，简支边界下 Euler-

Bernoulli 输流管道的非线性振动特性。Tan 等[14-15]

运用有限差分法研究了 Timoshenko 输流管道径

向、横向和截面转动三者耦合的非线性振动特性，

确 定 了 超 临 界 流 速 下 ， Timoshenko 与 Euler-

Bernoulli 管道模型非线性振动特性的差异。Dai

等 [16] 研究了铰接输液管道的涡激振动，发现系统

会出现反倍周期分岔和混沌运动等动力学行为。

朱竑祯等 [17] 运用谱单元法分析了 Timoshenko 输

流管道的三维动力学特性，分析了系统参数以及

支撑边界对振动稳定性的影响。对比低流速下输

流管道的动力学行为，超临界流速下输流管道的

振动行为表现显著不同。

本文运用有限差分法，对两端固定输流管道

进行直接离散，研究其在超临界流速下的受迫振

动特性。确定管道的临界流速以及屈曲静平衡位

形，分析系统参数对受迫振动特性的影响。研究

结果可丰富输流管道系统在超临界领域的非线性

动力学理论 

1　数学模型

图 1 所示为长度为 L，横截面外径为 D，内径

为 d，密度为 ρp，初始轴力为 P0 的两端固定约束的

输流管道简图。假设管内以恒定的流速 Γ 流动着

密度为 ρf 的不可压缩流体。管道在横向（y方向）

简谐外激励以及流体的共同作用下发生横向非线

性振动。

运用 Euler-Bernoulli 梁理论和广义哈密顿原

理，建立输流管道的横向受迫非线性振动的无量

纲控制方程[18]

v,tt +2γMrv,xt +c0v,t +
(
γ2 − kf

)
v,xx +v,xxx −

v, xx
k2n
2

∫ 1

0

v, 2x～dx = b cos(ωt) （1）

相应的无量纲固定边界条件为：

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0,

vx(0, t) = 0, vx(1, t) = 0
（2）

式中：v(x,t) 为管道的横向振动位移；位移 v(x,t) 下

标逗号表示对变量求偏导。控制方程中的无量纲

参数定义如下：

v ↔ v

L
, x ↔ x

L
, t ↔ t

L2

√
EIp

ρpAp + ρfAf
,

γ = τL

√
ρtAf

EIp
, Mτ =

√
ρfAf

ρpAp + ρfAf
,

co = C0L

√
ρpAp + ρfAf

EIp
, kq =

(AfP + PQ)L
2

EIp
,

kn = L

√
Ap

Ip
, ω = ΩL2

√
ρpAp + ρAAf

EIp
, b =

BL3

EIp

（3）

式中：γ 为无量纲流速；Mr 为管道流体质量比的开

方；c0 为无量纲外阻尼系数；kn 和 kf 分别为非线性

系数和刚度系数；参数 Ap、Af 分别来自管道和流

体的横截面面积；E、G分别为弹性模量和剪切模

量；Ip 为管道截面惯性矩；C0 为外阻尼；B和 Ω 为
外激励振幅和外激励频率。

忽略非线性振动控制式 (1) 中与时间 t相关

项，得到输流管道横向振动的静态控制方程以及

静态固定边界条件：(
γ2 − kf

)
v̂,xx+ v̂,xxx− v̂,xx

k2n
2

∫ 1

0

v̂,x
2～dx = 0（4）

v̂(0) = v̂(1) = 0, v̂xx
(0) = v̂xx

(1) = 0 （5）

v̂式中， 表示管道内流速超过临界值时管道的屈曲

静平衡位形。

运用常数变易法，结合文献 [15] 中给出的简

支边界条件下输流管道的第一阶非平凡静平衡位

 

y
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L

图 1    输流管道物理模型简图

Fig. 1    Schematic  diagram  of  the  physical  model  of  the  pipe

conveying fluid
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形解析解，得到两端固定 Euler-Berrnoulli 输流管

道的第一阶横向屈曲静平衡位形

v̂(x) = ± 2

knπ

√
(γ2 − kf − 4π2) sin2(πx) （6）

以及临界流速

γc =
√
kf + 4π2 （7）

 

2　有限差分法

为得到超临界输流管道横向受迫振动的稳态

响应，运用有限差分法对控制方程进行直接离散

然后求解。首先对时间和空间进行网格划分：

xĩ = x0 + ih, i = 0, 1, · · · , N1, h = 1/N1

tj = t0 + jτ, j = 0, 1, · · · （8）

式中，h和 τ 分别为空间和时间步长。初始节点

(x0,t0) 设为 (0,0)，将 (xi,tj) 记为 (i,j)。根据泰勒公

式展开得到差分公式：

∂ξ
j
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)
∂2ξ
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)
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(
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)
∂4ξ

j
i
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1
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(
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j
i
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=

1

τ

(
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i

)
+O(τ)

∂2ξ
j
i

∂t2
=

1

τ2
(
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i

)
+O

(
τ2
)

∂2ξ
j
i

∂x ∂t
=

1

2τh

(
ξji+1−ξj−1

i+1 −ξji−1+ξj−1
i−1

)
+O

(
h2τ

)
（9）

ξi
j 表示任意函数值 ξ(xi,tj)。将上述差分格式

代入式 (1) 对其直接离散，得到

vj+1
i = 2vji − vj−1

i − Miτγ
h(

vji+1 − vj−1
i+1 − vji−1 + vj−1

i−1

)
− cQτ

(
vji − vj−1

i

)
−

τ2

h4

(
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)
−(

γ2 − kξ
)
τ2

h2

(
vji+1 − 2vji + vji−1

)
+

k2n τ2 In 1
2h2

(
vji+1 − 2vji + vji−1

)
+ bτ2 cos(ωjτ)

In 1 =

∫ 1

0

v23x～dx =

1

8h

(vji+1 − vji−1

)2

x−0
+ 2

Nj−1∑
i=1

(
vji+1 − vjj−1

)2

+

(
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)2

x−1

]
（10）

以及离散边界条件

vf0 = 0, vdN1
= 0, vf1 = vf−1, v

f
N1+1 = vfN1−1 （11）

初始条件假设为

vty(x, 0) = 0 （12）

假设满足边界条件的初始迭代函数为

v (xF , 0) = A0 sin2 (πxi) （13）

时间步长和空间步长一般满足以下要求以保

证迭代计算收敛[14]

τγ
2h

≪ 1 （14）

确定临界流速，利用上述迭代过程，便可计算

固定边界约束下超临界输流管道横向受迫非线性

振动的稳态响应。 

3　稳态响应

本文算例中的输流管道材质选取为工程实际

中常用的无规共聚聚丙烯材料 （polypropylene

random，PPR）材质，管内流体为水。表 1 中给出

输流管道和流体的相关物理参数。
  

表 1    输流管道的物理参数

Tab. 1    The physical parameters of the pipe conveying fluid
 

物理量 数值

管道长度L/m 0.3

管道外径D/m 0.02

管道内径d/m 0.018

弹性模量E/MPa 896

管道初始张力P0/N –100

管道密度ρp/(kg·m–3) 920

流体密度ρf/(kg·m–3) 1 000
 

根据表 1 中的参数，计算出输流管道的临界

流速 γc 为 6.06。取超临界流速 γ 为 6.5，计算出该

流速下屈曲静态位形如图 2 所示。从中可以确定，

管道中点处的屈曲静态位移约为 0.033 47。
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图 2    两端固定输流管道的屈曲静态位形

Fig. 2    Static buckling configuration of pipe with both fixed ends
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取 γ=6.5、时间步长 τ=2e–6
、空间步长 h=0.02、

A0=0.001、ω=10、b=0.001、c0=0.3。通过式 (10)～

式 (13) 的迭代计算，得到如图 3 所示的超临界流

速下两端固定约束 Euler-Bernoulli 输流管道的横

向受迫振动稳态响应。图 3(a) 所示管道中点处

120 s 内的全局振动响应，图 3(b) 为最后 5 s 的稳态

响应。从中可以发现，管道达到稳态后，其振动是

在一个非零的位形附近来回振动，该非零位形值

约为 0.033 71，与图 2 中计算得到的解析值 0.033 47

极为接近，从而验证了屈曲静平衡位形的正确性。
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图 3    超临界横向受迫振动时域响应

Fig. 3    Time history of supercritical transverse forced vibration
 
 

4　参数分析

为进一步研究超临界流速下输流管道的振动

响应，以 γ=6.25，b=0.001，c0=0.5 以及表 1 中物理

数值计算所得无量纲数值为基础值，图 4 为不同

参数下管道的稳态幅频响应。
 

0.024

kn = 44.5

kn = 100

Mr = 0.9

Mr = 0.8

c0 = 0.5

c0 = 0.9

kf = −2.8
kf = −5.8

γ = 6.25

γ = 6.5

b = 0.001
b = 0.01

0.021

0.018

v
(0

.5
, 
t)

v
(0

.5
, 
t)

v
(0

.5
, 
t)

v
(0

.5
, 
t)

v
(0

.5
, 
t)

0.015

0.012

0.009

0.023

0.022

0.021

0.022 6

0.022 4

0.022 2

0.022 0

0.021 8

0.027

0.024

0.021

0.018

0.015

0.035

0.030

0.025

0.020

4 5 6 7
ω

(a) 非线性系数 (b) 刚度系数

(c) 管流质量比 (d) 超临界流速

(e) 外阻尼系数 (f) 外激励振幅

8 9 10

0.035

0.030

0.025

v
(0

.5
, 
t)

0.020
4 5 6 7

ω
8 9 10

4 5 6 7
ω

8 9 10

4 5 6 7
ω

8 9 10 4 5 6 7
ω

8 9 10

3 6 9
ω

12 15

图 4    系统参数对超临界受迫振动稳态幅频响应的影响

Fig. 4    The influence of system parameters on the supercritical vibration steady-state amplitude frequency response
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图 4(a) 所示为不同非线性系数对超临界流速

下输流管道的稳态幅频响应的影响，可以发现，非

线性系数的改变不会导致共振点改变，但是会显

著影响屈曲静平衡位置，从而导致稳态响应振幅

发生巨大改变。非线性系数越大，稳态振幅反而

更小。图 4(b) 表明刚度系数的减小会致使共振频

率变大，且导致管道振动的屈曲静平衡的位形增

大。图 4(c) 表明管流质量比的变化不会改变屈曲

静平衡的位置，但是会使管道的共振点发生偏移，

小的管流质量比共振频率更大，且其最大共振幅

值也更大。图 4(d) 展现了超临界流速对管道受迫

振动稳态幅频响应的影响。更大的流速会导致

更大的屈曲静平衡位形以及更大的共振频率。

图 4(e) 和 4(f) 所示分别为外阻尼系数和外激励振

幅对管道的稳态幅频响应的影响，两者都不会改

变其共振频率以及屈曲静平衡位形，但小的外阻

尼会引起大振幅共振，而小的外激励幅值会引起

微小振幅共振。 

5　结　语

考虑外阻尼影响，建立了两端固定输流管道

横向受迫非线性振动的控制方程，推导出了输流

管道的临界流速和屈曲平衡静态位形，并根据输

流管道超临界流速下的稳态周期振动响应，验证

了屈曲静态平衡位形的正确性。运用有限差分法

得到了输流管道的超临界稳态周期振动的幅频响

应曲线。

不同非线性系数对超临界流速下输流管道的

稳态幅频响应的影响表明：管流质量比、外阻尼系

数以及外激励振幅会改变共振振幅，但不会改变

振动的屈曲静平衡位形；非线性系数、刚度系数和

超临界流速会使管道在不同的屈曲静平衡位形附

近振动，但非线性系数不会改变共振频率，刚度系

数增大会使共振频率向小偏移而超临界流速的影

响则与之相反。
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